Corrigé du devoir surveillé2 (()ileSmathématiques du 12 mai

EXERCICE 1

1. Remarquons tout d’abord que D; et Dy ne sont pas paralléles. En effet, un vecteur
directeur de Dy est vy (1;1;—2) et un vecteur directeur de li% est vg (—1;—2;1). Ainsi,
T XYoo = —2#4£-1= T Xy donc les vecteurs v; et vy ne sont pas colinéaires et
ainsi Dy et Dy ne sont pas paralléles.

Etudions Dy N Dy :

l+t=2-s [1+5-2s=2—5 4=s
t=5—2s & <t=5—-2s St =5—2s
1-2t=s (1 -2(5—-2s) =35 1-10+4s=s
(s =14 s=4
St=5—-2s & (t=5—2s.
35 =9 5=3

\

Les premiére et la troisiéme égalités du dernier systéme sont incompatibles donc Dy N
Dy, =@.

Ainsi, D; et Dy ne sont ni sécantes ni paralléles donc elles sont non coplanaires.

On conclut que | L’AFFIRMATION 1 EST VRAIE].

2. Calculons les coordonnées des vecteurs AB , AC et AD :
- s
AB (1-1;-1-1;0-0)ie. AB (0;-2;0)
> s
AC 1-1;-1-1;1-0)1ie AC (0;-2;1)
- -
AD (0—1;1—-1;1-0)ie AD (—1;0;1).
) s
Etudions ensuite la coplanarité de ces trois vecteurs. Il est clair de AB et AC ne sont
pas colinéaires puisqu’ils ont mémes abscisses et ordonnées mais pas méme cotes. Il

s’agit donc d’étudier 'existence de deux réels a et b tels que AD" = aAB 4 bAC . En
coordonnées, cela se traduit par le systéme suivant :

—1=ax04+bx0 —-1=0
O=ax(=2)+bx(-2) & 0=—-2a—2b.
l=a+bx1 1=09

La premiére égalité du dernier systéme est absurde donc AB/, AC et AD" sont non
coplanaires et donc, par théoreme, A, B, C et D sont non coplanaires.

On conclut que | L’ AFFIRMATION 2 EST FAUSSE |.

3. Soit M € A. Alors, il existe un réel t tel que M (1 +1¢;2t;1+t). Comme le repére est
orthonormée, il s’ensuit que

AM? = (1+t =12+ (2t =2+ (1+t-3)* =2+ (2t — 2)* + (t — 2)*



et

BM?=(1+t—3)*+ (2t =22+ (1+t—1)* = (t — 2)* + (2t — 2)* + {2
Ainsi, AM? = BM? donc, comme ce sont des distances, AM = BM.
On conclut que | L’ AFFIRMATION 3 EST VRAIE].

4. Soit a > 0. Alors,
2a 1 2
I, = / 7 dt = [ln(t)]za = 1In(2a) — In(a) = In <§) =In(2).

Ainsi, la valeur de I, est In(2) quelle que soit la valeur de a.
On conclut que | L’ AFFIRMATION 4 EST VRAIE].

EXERCICE 2
Partie A
1. D’aprés le tableau, g(3) =0 et de g(1) = 2.
2. D’apres le tableau, xl_lgloog(x) = 2.
Par ailleurs,

2 b 2
lim g(x): lim ax” + x—i—c: . ax

r—r—+00 Tr—+00 x2 r—+oo I T—+00

On conclut que .
3. D’aprés la question précédent, pour tout réel z > 0, g(z) = % De plus, 2 = ¢(1) =
W:2+b+cd0ncb+c:01.e.c:—b.
D’autre part,
1 2x (32 +bxi+e L4+lbyre 1 b
0=gl5)= (z) — 2 =2 2 —— 44l x4=2+2b+4c
2 BE 1 272
donc 2+ 2b+4c=10. Or, c = —b donc 2+ 2b —4b=01i.e. 2 —2b = 0. Ainsi, 2b = 2 i.e.
b=1et donc c= —1.

On conclut donc que, | pour tout x > 0, g(x)

222431
=

Partie B

1. Etant donné que lim 2z = 4oo, lim In(z) = +oo et lim * = 0, on déduit, par
T—+00 T—+00 r—+oco T

somme, que | lim f(z) = +o0]|.
T—>+00

2. a. Soit z > 0. Alors,

2x+é {1—@} :2x+é—ln (1) :2x—|—é—(—ln(x)):2x+é+ln(x).

1 T
T

Ainsi, |pour tout z > 0, f(z) =2z + 1 [1 - — } :

o . In(L
= 0 donc, par compos1t10n,hr% () _
Tr—r

1
T

b. Onalim 1 = +o0 et, par théoréme, lim
z—0 % X

x>0 x>0
ln(%) ln(%)]

1 1
T x

0. Par somme, il s’ensuit que lim 1—

= 1 et donc, par produit, lim 1 [1 —
z—=0 x—0 %

x>0 >0
+o0. Comme lim 2z = 0, on conclut, par somme, que |lim f(x) = +oo|.
xz—0 95_>8
r>




3. a. La fonction f est dérivable sur |0;+oco[ par somme de fonctions dérivables et, pour
tout réel x strictement positif,

1 1 202 + o — 1
/ o L _ - _er =2
f(x)_2+x .fl?2 xz

ie. | f'(z) =g(x)|

b. Grace au tableau de variation de g, on peut voir que g est négative sur }O ; %] et posi-
tive sur % ; +oo[. On en déduit qu’il en est de méme pour f’ donc f est décroissant
sur }0 ; % et croissante sur [% ; +oo[.

En remarquant que

1 1 1 1
“)=2x-+mIn(=]+-=3-In
f<2) ><2+n<2)+% n(2),
on aboutit donc au tableau de variation suivant :

x 0 % +00

+00 F00
Variations de \ /
d 3 —In(2)

Partie C
1

1. La fonction g est continue et positive sur [5 ; 1] donc

1
A= / g(t)dt.
3
Or, d’aprés la partie B, f est une primitive de g sur |0; +oo[ donc

Azf(l)—f(—) =2+In(l)+1—-(3—-1n(2)) =3 -3+ 1n(2)

donc | A =In(2)|.

2. Soit k > 1. D’apres le tableau de variation de g, pour tout réel x > 1, g(z) > 2 donc,
comme g est continue sur |0 ; +oo,

k
A= [ gle)yde= £ - £1) = 1) =3
1
Ainsi,
A =A& f(k)—3=In(2) & f(k) =3+ 1n(2).
Or, sur [1;+oc], la fonction f est continue (car dérivable) et, de plus, f(1) = 3—1In(2) <
3+ 1n(2) et ml_l)gloof(x) = +oo donc 3 + In(2) € [f(l) ; lig.}f {

On déduit donc du théoréme des valeurs intermédiaires qu’il existe au moins un réel
k € [1;+o0] tel que f(k) =3+ 1In(2) i.e. tel que Ay = A.

Remarque. — Comme f est strictement décroissante sur [1;+o0], le réel k est en fait
unique.




EXERCICE 3

1. a.
b.
2. a.

b.
3. a.

b.

On remarque que j = cos (2?”) + isin (2?”) donc|j =e

Ainsi,
o ()
J e's
e |—1=¢ls
j
Le discriminant du trindme 224+ z+1est A = 12—4x1x1 = —3 < 0 donc 'équation

2?2 + 2z + 1 = 0 admet deux solutions complexes conjuguées

~1-1iV3 1 V3 . 1 V3

1 2% 1 g Tl Tl mEAE—o A=)

Ainsi, | ’ensemble des solutions de 2% + 2z +1 =0 est {j,j}|

D’aprés la question précédente, j* +j+ 1 =0 donc |j*> = -1 —j|.

Montrons que PQR est équilatéral. En effet,

2
PQ:\j—l\:‘—§+i£‘:\/—§) +(§) =1+i=v3
PR=[P—1|=|-1-j-1=|-2-jl= |-} -if| = |3 +if
QR = —j| =i - DI =illi— 1] = 1 x PQ = PQ.
Ainsi, PQ = PR = QR donc ‘PQR est un triangle équilatéral ‘

4. a. Par hypothése, a + jb+ j?c = 0 et, d’aprés la question 2.b, j> = —j — 1 donc a + jb +

b.

(—=j—1e=01ie a—c+jlb—c)=0. Ainsi, on conclut que |a —c =j(c —b)|

Il s’ensuit que AC = |c —a| = |j(c = b)| = |j| |(c = b)] =1 x CB donc |AC = BC|.




c. Ona
(CA".CB) = (CA"@) + (#.CB) [2n) = — (4,CA") + (4,CB) [2n]
= —arg(a —¢) +arg(b —¢) [27] = arg(b — ¢) — arg(a — ¢) [27]

— arg (Z:Z) [271].

Or, d’aprés les questions 1.b. et 4.a.,

b—c c—0b 1 (T
= — = —— = e 3,
a—-c a—c j
Dés lors,
_—_>_—_> s
<CA ,CB) — arg(el$) :g 2] |

d. D’aprés la question 4.b, le triangle ABC est isocéle et d’aprés la question 4.c, il
possede un angle de 3 donc ‘ABC est équilatéral ‘

EXERCICE 4
Partie A
1. On peut représenter la situation par ’arbre suivant :

085 7
e
M_

@)

2. Les événements O et O formant une partition de I'univers, on a, d’aprés la formule des
probabilités totales,

P(B) = P(O)Py(B) + P(O)P5(B) = 0,6 x 0,85+ 0,4 x 0,46

ie.|P(B) =0,694]

3. La probabilité que la bouteille de jus de fruits soit un jus de pomme sachant qu’il s’agit
d’un jus bio est

_ P(ONB) _P(O)Po(B) 0,6 x 0,85
Fs(0) = P(B) P(BO) T 0,694

—~

ie. | P5(0) ~ 0,735].

4. Représentons la situation par un arbre :

085 p
o—

T i
0,46

h B

/|



Comme dans la question 2, on a alors
P(B) =pPo(B)+ (1 —p)Ps(B) =p x 0,85+ (1 —p) x 0,46 = 0,39p + 0,46.

On cherche donc p tel que 0,39p + 0,46 = 3% i.e. 0,39p = 0,8 — 0,46 soit p = 232 ~ (,87.

100 0,39
Ainsi, pour atteindre 80% de jus bio, il faut qu’environ 87% des jus soient des jus de
pomme.

Partie B

1. Choisir une bouteille au hasard constitue une épreuve de Bernoulli de paramétre 0,03 en
prenant comme succés « I’étiquette de la bouteille est mal collée ».
Comme le stock est suffisamment grand pour assimiler le prélévement de 40 bouteilles
a un tirage avec remise, choisir 40 bouteilles au hasard revient a répéter successivement
de fagon indépendante cette épreuve : cela constitue un schéma de Bernoulli.
Ainsi, la variable aléatoire X qui compte le nombre de bouteille ayant une étiquette mal
collée suit une loi binomiale %(40, 0,03).

2. A laide de la calculatrice, | P(X = 5) ~ 0,006 |

3. A l'aide de la calculatrice, | P(X >3) =1 — P(X <2) ~ 0,118,

4. a. Par théoréme, | F(X) =40 x 0,03 = 1,2|.

b. On en déduit qu’en moyenne, sur 40 bouteilles prises au hasard, 1,2 ont une étiquette
mal collée.

5. Supposons qu’on préléve n bouteilles dans le stock (avec n € N*) et considérons 1'événe-
ment A, : « au moins une bouteille a une étiquette mal collée parmi les 40 prélevées ».
Alors, son événement contraire est A, : « les 40 bouteilles ont une étiquette bien col-
lée ». Toujours en assimilant ce prélévement a un tirage avec avec remise, on a, par
indépendance,

P(A,) = (1-0,03)" =0,97

donc
P(A,)=1-0,97".

Or, on cherche n tel que P(A,) > 0,9. On résout donc I'inéquation :
1-097">09<1-092>097" < 0,1 >097".

Comme tous les nombres sont strictement positifs et comme In(0,97 < 0, il s’ensuit que

In(0,1)
1-097">0,9 < In(0,1) > nln(0,97) & ———= < n.
’ n(0.1) 2 nln(0.97) & (o s n
Comme 1lnn((00§17)) ~ 75,6, on conclut que la probabilité d’obtenir au moins une bouteille

avec une étiquette mal collée devient supérieure a 0,9 sion préléve au moins 76 bouteilles.

EXERCICE 4 (spécialité)
Partie A

1. Au début de la partie, les trois piéces sont du coté face donc X, est une événement
certain i.e. zg = P(Xp) =1 et donc Uy (1 0 0 0).

2. On peut représenter la situation par le graphe probabiliste suivant :



0100
10 20
3. La matrice de transition associée a ce grapheest M = | 3 4 3 |
03503
0010

4. a. Pour tout n € N, U,y = U,M donc (U,) est une suite géométrique de matrices

lignes de raison M. Dés lors, pour tout n € N, U,, = UyM™ et donc Usy = UyM? .
A T’aide de la calculatrice, on trouve Usy = (0,25 0 0,75 0) donc .

En fait, a I'issue de la partie n, le nombre p,, de pile a la méme parité que n. Montrons-
la par récurrence. Initialement, po = 0 a bien la méme parité que 0.

Supposons le résultat vrai pour un certain k£ € N. Alors, a l'issue de la partie k + 1,
on a soit un pile en plus, soit un pile en moins donc py1 = pp + 1 ou pry1 = pr — 1.
Dans les deux cas, pry1 & la parité contraire de celle de p, donc, par hypothése de
récurrence, pry1 & la parité contraire de celle de k i.e. pr1 & la méme parité que
k + 1 ce qui montre que le résultat est vrai £ 4+ 1. On a donc montré le résultat par
récurrence.

Ainsi, a la fin du jeu, aprés 30 parties, le nombre de pile est pair (puisque 30 est
pair) : il ne peut donc pas y avoir 3 piles. Dés lors, T3y est un événement impossible
ce qui explique que t3g = P(T3) = 0.

Partie B

1.

Le nombre total de piéce retourné est égal au nombre de parties puisqu’on retourne une
piéce a chaque partie. Ainsi, a + b+ ¢ = 30 et donc ‘c =30—a—0»b ‘

. Le nombre total de points du joueur & la fin du jeu est

T=12xa+(=7)xb+(—4) xc=12a— 70— 4(30 —a — b) = 12a — 7b — 120 + 4a + 4b

i.e. |T =16a — 3b — 120]

b.

. a. Comme 16 x 6 —3 x (—8) =96 + 24 = 12, (6; —8) est bien une solution particuliére

de (E).

Soit (z;y) une solution de (E). Alors, 16z — 3y = 120 = 16 x 6 — 3 x (—8) donc
16(x — 6) = 3(y + 8). Ainsi, 3 divise 16(xz — 6). Or, 16 — 3 x 5 = 1 donc, d’apreés le
théoréeme de Bézout, 16 et 3 sont premiers entre eux. Dés lors, d’aprés le théoréme
de Gauss, 3 divise x — 6 i.e. il existe un entier k tel que xr — 6 = 3k soit x = 6 + 3k.
Par suite, 16(3k) = 3(y + 8) donc 16k = y + 8 i.e. y = —8 4 16k. On a donc montré
que, si (z;y) est une solution de (E) alors il existe un entier k tel que = = 6 + 3k et
y = —8 + 16k.

Réciproquement, soit k € Z, v = 6 + 3k et y = —8 + 16k. Alors,

162 — 3y = 16(6 + 3k) — 3(—8 + 16k) = 16 x 6 — 3 x (—8) + 16 x 3k — 3 x 16k = 120



donc (z;y) est solution de (E).

On conclut donc que |'ensemble des solutions de (E) est {(6 + 3k; —8 + 16k) | k € Z}|.

. A la fin du jeu, le total des points du joueur est nul donc 7' = 0 i.e. 16a — 3b = 120.
Deés lors, d’aprés la question précédente, il existe un entier k tel que a = 6 + 3k et
b= —8+ 16k et donc a + b = —2 + 19k. Or, par définition, 0 < a+ b =30 — ¢ < 30
donc 0 < =2+ 19% < 30 1i.e. 2 <19k < 32 soit finalement 1—29 <k < ?—3. Or, 2 ~0.1,

' 19
32 ~ 1,7 et k est entier donc k = 1.

On en déduit que |a =6+3=9,b=-8416=8etc=30—a—b=13|




